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Sur le prinipe KKM
Mar LASSONDE
Nous montrons d'abord que les versions \fermee" et \ouverte" du Prinipe KKM se
deduisent l'une de l'autre. Nous montrons ensuite que, omme la version \fermee" (dont
les appliations sont bien onnues), la version \ouverte" possede quelques onsequenes
remarquables : par exemple, elle onduit diretement au theoreme de \mathing" de Fan et
permet une demonstration partiulierement simple du theoreme de point xe de Kakutani-
Fan-Gliksberg.
On the KKM priniple
Abstrat { We rst show that the \lose" and \open" versions of the KKM priniple
an be derived from eah other. We next show that, just like the \losed" version (whose
appliations are well known), the \open" version has some noteworthy onsequenes: for
instane, it diretly leads to Fan's mathing theorem and permits a very simple proof of
Kakutani-Fan-Gliksberg's xed point theorem.
1. Versions ferm

ee et ouverte du prinipe KKM. { Soient D et X deux en-
sembles et F : D ! X une appliation multivoque (appelee simplement appliation par
la suite). On appelle valeurs de F les ensembles Fx, x 2 D, et bres de F les ensembles
F
 1
y = fx 2 D : y 2 Fxg, y 2 X.
Soient X un ensemble onvexe (dans un espae vetoriel) et D  X. On note oD
l'enveloppe onvexe de D, et<D> l'ensemble de toutes les parties nies non vides de D.
On designe par X
f
l'ensemble X muni de la topologie nie
(1)
.
Le lemme lassique de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewiz onduit diretement au
prinipe suivant :
Prinipe KKM
f
. { Soient D un sous-ensemble quelonque d'un ensemble onvexe X
et F : D ! X une appliation a valeurs fermees dans X
f
. Si pour tout A 2<D> on a
oA 
S
x2A
Fx, alors pour tout A 2<D> on a oA \
T
x2A
Fx 6= ;.
Nous allons montrer par un argument simple que l'on peut remplaer valeurs fermees
par valeurs ouvertes dans l'enone i-dessus. Nous obtenons ainsi une version \ouverte"
du prinipe KKM :
Th

eor

eme 1 (Prinipe KKM
o
)
(2)
. { Soient D un sous-ensemble quelonque d'un en-
semble onvexe X et G : D ! X une appliation a valeurs ouvertes dans X
f
. Si pour tout
A 2<D> on a oA 
S
x2A
Gx, alors pour tout A 2<D> on a oA \
T
x2A
Gx 6= ;.
Demonstration. { On peut lairement supposer que D est un ensemble ni. Pour tout
A 2 <D>, la famille nie fGx \ oAg
x2A
forme un reouvrement ouvert de l'ensemble
ompat oA. Il existe don, pour tout A 2<D>, une appliation F
A
: A! oA telle que
la famille fF
A
xg
x2A
forme un reouvrement ferme de oA et F
A
x  Gx pour tout x 2 A.
Alors l'appliation F : D ! X denie par
x! Fx =
[
fF
A
x : A 2<D> et A 3 xg
est a valeurs fermees dans X
f
et verie oA 
S
x2A
Fx pour tout A 2<D>. Il resulte du
Prinipe KKM
f
que oA \
T
x2A
Fx 6= ; pour tout A 2<D>, d'ou la onlusion puisque
Fx  Gx pour tout x 2 D.
Un argument similaire permet, reiproquement, de retrouver la version \fermee" du
prinipe KKM a partir de la version \ouverte" :
Demonstration du Prinipe KKM
f
a partir du Prinipe KKM
o
. { Supposons que
oA\
T
x2A
Fx = ; pour un ertain A 2<D>. Il existe alors une appliation G
A
: A! oA
a valeurs ouvertes telle que
T
x2A
G
A
x = ; et G
A
x  Fx\ oA pour tout x 2 A. On deduit
du Prinipe KKM
o
que, pour un ertain B 2<A>, oB n'est pas ontenu dans
S
x2B
G
A
x,
don a fortiori oB n'est pas ontenu dans
S
x2B
Fx, e qu'il fallait demontrer.
Le Prinipe KKM
f
possede de nombreuses appliations dans divers domaines des mathe-
matiques : voir par exemple [3, 8, 2℄. Dans e qui suit, nous montrons que le Prinipe
KKM
o
possede lui aussi quelques appliations remarquables (voir egalement [6℄).
2. Autres formulations du Prinipe KKM
o
. { Le Prinipe KKM
o
peut se for-
muler omme un theoreme de \mathing" (theoreme 2) ou omme un theoreme de point
xe (theoreme 3).
Th

eor

eme 2. { Soient D un sous-ensemble quelonque d'un ensemble onvexe X et
F : D ! X une appliation a valeurs fermees dans X
f
. S'il existe A 2 <D> tel que
oA 
S
x2A
Fx, alors il existe B 2<D> tel que oB \
T
x2B
Fx 6= ;.
On passe du theoreme 1 au theoreme 2 (et vie-versa) en onsiderant l'appliation
x! Gx = X n Fx.
Th

eor

eme 3
(3)
. { Soient X un ensemble onvexe non vide et T : X ! X une appli-
ation a valeurs onvexes et a bres fermees dans X
f
. S'il existe une partie nie A  X
telle que Tx \A 6= ; pour tout x 2 oA, alors il existe un point x
0
2 X tel que x
0
2 Tx
0
.
2
Demonstration. { Considerons F : X ! X denie par Fx = T
 1
x pour tout x 2 X.
La ondition Tx \ A 6= ; pour tout x 2 oA est equivalente a oA 
S
x2A
Fx. D'apres le
theoreme 2 il existe don B 2<X> tel que oB \
T
x2B
Fx 6= ;. Soit alors x
0
2 oB tel
que x
0
2 Fx pour tout x 2 B, 'est-a-dire tel que x 2 Tx
0
pour tout x 2 B. Comme Tx
0
est onvexe, oB  Tx
0
et don x
0
2 Tx
0
.
Reiproquement, on peut demontrer le theoreme 2 a l'aide du theoreme 3 de la faon
suivante. Soient D, X et F : D ! X omme dans le theoreme 2. Supposons qu'il existe
A 2 <D> tel que oA 
S
x2A
Fx. L'appliation x ! o(F
 1
x \ A) de oA dans oA
verie alors les onditions du theoreme 3. Elle possede par onsequent un point xe, e
qui implique la onlusion du theoreme 2, omme on le verie failement.
Remarque. { Si l'on remplae ferme par ouvert dans les theoremes i-dessus, on obtient
des enones equivalents au Prinipe KKM
f
.
3. Appliation 1 : th

eor

emes d'intersetion. { Les resultats suivants sont des
onsequenes immediates du theoreme 2.
Th

eor

eme de \mathing" de Fan
(4)
. { Dans un ensemble onvexe X muni de
la topologie nie, soient fA
i
g
n
i=1
une famille de n sous-ensembles fermes reouvrant X et
fx
i
g
n
i=1
une famille de n points quelonques . Alors, il existe un sous-ensemble d'indies
J  I = f1; : : : ; ng tel que ofx
j
: j 2 Jg \
T
j2J
A
j
6= ;.
Demonstration. { Posons D = fx
1
; : : : ; x
n
g et onsiderons l'appliation F : D ! X
denie par Fx
i
= A
i
pour haque x
i
2 D. Comme oD 
S
x2D
Fx, on deduit du
theoreme 2 qu'il existe J  I tel que ofx
j
: j 2 Jg \
T
j2J
Fx
j
6= ;.
Th

eor

eme d'Alexandroff-Pasynkoff [1℄. { Dans un ensemble onvexe X muni
de la topologie nie, soient fA
i
g
n
i=1
une famille de n sous-ensembles fermes reouvrant X
et fx
i
g
n
i=1
une famille de n points tels que ofx
1
; : : : ; x
i 1
; x
i+1
; : : : ; x
n
g  A
i
pour haque
i = 1; : : : ; n. Alors
T
n
i=1
A
i
6= ;.
Demonstration. { D'apres le theoreme preedent, il existe J  I = f1; : : : ; ng tel que
ofx
j
: j 2 Jg \
T
j2J
A
j
6= ;. Or, ofx
j
: j 2 Jg  \fA
i
: i 2 I n Jg, d'ou le resultat.
G

en

eralisation du lemme de Klee
(5)
. { Dans un ensemble onvexe X muni de
la topologie nie, soit fA
i
g
n
i=1
une famille de n sous-ensembles fermes reouvrant X. Si
l'intersetion de n  1 quelonques d'entre es sous-ensembles est non vide, alors il existe
un sous-ensemble d'indies J  I = f1; : : : ; ng tel que o(\fA
i
: i 2 I n Jg) \
T
j2J
A
j
6= ;:
Demonstration. { Pour haque i 2 I, hoisissons x
i
2 \fA
j
: j 2 I et j 6= ig. D'apres
le theoreme de \mathing" de Fan, il existe J  I tel que ofx
j
: j 2 Jg \
T
j2J
A
j
6= ;.
Or, fx
j
: j 2 Jg  \fA
i
: i 2 I n Jg, d'ou le resultat.
3
Remarque. { On peut remplaer ferme par ouvert dans les resultats i-dessus : il suÆt
pour ela d'utiliser le Prinipe KKM
f
plut^ot que le Prinipe KKM
o
.
4. Appliation 2 : points fixes approh

es. { Soient D et X deux espaes
topologiques. Une appliation   : D ! X est dite semi-ontinue superieurement si pour
haque ensemble ferme B  X, l'ensemble  
 1
(B) = fx 2 D :  x\B 6= ;g est ferme dans
D ;   est dite ompate si l'ensemble   (D) =
S
x2D
 x est relativement ompat dans X.
Le resultat suivant est une onsequene direte du theoreme 3.
Th

eor

eme 4. { Soient X un ensemble onvexe non vide dans un espae vetoriel
topologique E et   : X ! X une appliation ompate, semi-ontinue superieurement de
X
f
dans E, a valeurs onvexes non vides. Alors, pour tout voisinage onvexe ferme V de
l'origine dans E, il existe un point x
V
2 X tel que  x
V
\ (x
V
+ V ) 6= ;.
Demonstration. { Puisque   est ompate, il existe un ensemble ni A  X tel que
  (X)  A + V . Il s'ensuit que ( x   V ) \ A 6= ; pour tout x 2 X. Alors l'appliation
T : X ! X denie par x! Tx = ( x  V ) \X verie les onditions du theoreme 3. Elle
possede don un point xe, e qui aheve la demonstration.
Remarque. { Si l'on part du Prinipe KKM
f
(au lieu du Prinipe KKM
o
), on aboutit
a un theoreme de point xe approhe pour appliations semi-ontinues inferieurement (au
lieu de superieurement).
Le dernier theoreme est une generalisation du theoreme de point xe de Kakutani-Fan-
Gliksberg :
Th

eor

eme de Himmelberg [5℄. { Soient X un ensemble onvexe non vide dans un
espae vetoriel topologique loalement onvexe separe et   : X ! X une appliation
ompate, semi-ontinue superieurement, a valeurs onvexes fermees non vides. Alors, il
existe un point x
0
2 X tel que x
0
2  x
0
.
Le theoreme de Himmelberg resulte aussit^ot du theoreme 4 et du lemme bien onnu
suivant :
Lemme. { Soient X un ensemble onvexe non vide dans un espae vetoriel topologique
separe et   : X ! X une appliation ompate, semi-ontinue superieurement, a valeurs
fermees non vides. Alors,   possede un point xe si et seulement si pour tout voisinage V
de l'origine, il existe un point x
V
2 X tel que  x
V
\ (x
V
+ V ) 6= ;.
L'auteur remerie A. Granas pour des disussions frutueuses onernant e travail.
(1) Un ensemble U  X est ouvert pour X
f
si pour tout A 2<X>, U \ oA est ouvert dans oA
muni de la topologie eulidienne.
(2) Ce theoreme est suggere par un resultat de [6℄; notre demonstration est ependant fort dierente
puisqu'elle ne fait pas appel au theoreme de point xe de Kakutani, ontrairement a elle de [6℄.
4
(3) Ameliore legerement [6, Theorem 3℄.
(4) Ce resultat est demontre dans [4℄ a partir du theoreme de point xe de Kakutani-Fan-Gliksberg.
(5) Dans le lemme de Klee [7℄ les ensembles A
i
sont supposes onvexes.
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